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Глава 1. Расширение понятия о числе 
 
§ 1. Положительные рациональные и действительные числа 
 
1.1.1.  Положительные рациональные и действительные числа 
 
Приложение математики сводится, главным образом, к двум основным 
задачам: 
1) подсчета количества элементов конечных множеств; 
2) измерение разных величин и представление их числами. 
При подсчете количества элементов конечных множеств результат 
подсчета всегда выразится некоторым натуральным числом (25 учеников, 3 
машины и т.д.). Натуральных чисел достаточно, чтобы обеспечить подсчет 
количества предметов в конечном множестве, указать порядок размещения 
предметов (когда это необходимо) в данной совокупности. 
При измерении величин результат измерения не всегда может быть 
выражен натуральным числом. 
Рассмотрим задачу измерения длины отрезка а при помощи другого 
отрезка е, который принят за эталон длины (единичный отрезок). Будем 
откладывать единичный отрезок е  на отрезке а, когда е откладывается на а 
целое количество раз (конец отрезка е совпадает с концом измеряемого 
отрезка а), то говорят, что длина отрезка а выражается натуральным числом 
(рис. 1). 
    
Когда же после откладывания отрезка е на отрезке а остается часть 
отрезка а, меньше чем единица измерения (отрезок е), то длину отрезка а 












Из рассмотренного примера следует, что натуральных чисел 
недостаточно для того, чтобы записать длину любого отрезка. Поэтому 
возникает необходимость введения новых чисел, с помощью которых можно 
было бы более точно как записать длину измеряемого отрезка, так и 
охарактеризовать другие различные величины, учитывая части единиц 
измерения и совокупность таких частей. 
Таким образом, на полной ступени развития общества возникла 
необходимость в более точном измерении разных величин (длины, площади, 
времени и т.д.), что привело к понятию дробных положительных чисел, а 
позже – и к понятию положительных рациональных чисел. 
 
1.2. Измерение отрезков. Понятие дроби 
К понятию дроби подойдем, рассматривая задачу об измерении длины 
отрезка. Рассмотрим произвольный отрезок а. Говорят, что отрезок а 
разделен на отрезки naaa ,...,, 21  (или состоит из названных отрезков), когда он 
является их объединением ( naaaa ...21 ). (Рис. 3). 
 
Когда отрезок поделен на отрезки naaa ,...,, 21 , то его называют суммой 
данных отрезков и пишут: 
naaaa ...21 . 
Возьмем произвольный отрезок е и назовем его единичным отрезком 
или единицей измерения длины отрезков. 
Будем откладывать отрезок е на а. Когда отрезок е укладывается в 
данный отрезок ровно n раз, то говорят, что отрезок а можно разбить на n 












В таком случае используется запись nea  или name )( . Число Nn  
называется мерой (или значением) длины отрезка а при единице измерения е.  
Когда отрезок е зафиксирован, то вместо )(ame  пишут )(am : nam )(  
и число n называют длиной отрезка а. На рис. 1 отрезок е укладывается 4 раза 
в отрезок а, поэтому ea 4  ( 4)(ame ). 
Необходимо иметь в виду, что при переходе на другую единицу 
измерения число n изменится, хотя длина отрезка а, естественно, останется 
прежней. 
Отметим некоторые положения измерения длины отрезков. 
1) Каждому отрезку а при заданной единице измерения е соответствует 
целое число n – мера длины отрезка ( name )( ). 
2) Когда отрезок а состоит из нескольких отрезков, то его длина равна 
сумме длин отрезков, которые его составляют (рис. 4): 
если cba , то )()()( cmbmam eee .  
 
3) Равные отрезки имеют равные длины: когда ba , то )()( bmam ee , 
и наоборот: когда )()( bmam ee , то ba . 
4) Мерой единичного отрезка е является единица: 1)(eme . 
Рассмотрим теперь случай, когда единичный отрезок е не укладывается 
целое количество раз в измеряемом отрезке а. Пусть, например, отрезок е 
укладывается 2 раза и остается еще отрезок f, короче отрезка е (рис. 5). В 
этом случае, как известно, при заданной единице измерения е длина отрезка 













Но допустим, что если разбить отрезок е на 5 равных частей и выбрать 
одну из них за новую единицу длины, то длина отрезка а выразится 
натуральным числом 12, которое показывает, что пятая часть отрезка е 
содержится в отрезке а ровно 12 раз. 
Однако, такой подход к измерению длины отрезка неточный, 
поскольку в некоторых случаях единичный отрезок необходимо будет 
разделить не на 5 равных частей, а, возможно, на 17 или на 23. И наконец, 
нельзя точно сказать, на сколько равных частей необходимо разделить 
единичный отрезок е, чтобы одна его часть стала новой единицей длины и 
эта единица содержалась бы целое количество раз в отрезке а. Так, в выше 
рассмотренном примере результат измерения длины отрезка будет 




. В таких случаях не вводят новую единицу измерения длины, а 
сохраняют ту же самую – е, но каждый раз указывают на какое количество 
равных частей мы делим отрезок е, и из какого количества состоит 
измеряемый отрезок а. 
Рассмотрим измерение отрезка а в общем виде. Пусть дан единичный 
отрезок е, который не содержится целое количество раз в отрезке а. Разделим 
отрезок е на n равных частей и одну его часть назовем n-ой долей отрезка е, 












e  укладывается в отрезок а целое количество раз 
(например k) и в отрезке е – n раз, то будем иметь 
1






В этом случае говорят, что отрезок а соразмерный с отрезком е, а отрезок 
1
e  












Определение. Общей мерой двух отрезков называется такой третий 
отрезок, который укладывается в каждом из данных отрезков целое число 
раз. 
Два отрезка называют соразмерными, когда они имеют общую меру. 
Отрезки, которые не имеют общей меры, называют несоразмерными. 
Про существование несоразмерных отрезков было известно в далекой 
древности. В школе Пифагора было доказано, что диагональ квадрата 
несоразмерна с его стороной. Таким образом, e
n
k








является натуральным. Отсюда и следует необходимость в расширении 
множества натуральных чисел, т.е. к натуральным числам необходимо было 
добавить новые числа вида 
n
k
, которые называются дробями. 
Определение. Дробью называется символ 
n
k
, который определяется 
парой натуральных чисел );( nk ; k называется числителем, n – знаменателем 
дроби. 
Знаменатель дроби n показывает, на сколько равных частей разделен 
единичный отрезок, а числитель k показывает, сколько взято таких частей. 
 
1.4. Равносильные дроби 
 
Вернемся еще раз к ранее рассмотренному примеру (рис. 5). Отрезок 
1
e  
составляет пятую часть единичного отрезка е и ea
5
12
. Но это не 
единственный вариант выбора такой доли отрезка е (пятой доли), которая 
вкладывается целое число раз в отрезок а. Можно взять десятую часть е, 












запишется следующим образом: ea
10
24





Наоборот, когда отрезок 
n
e






e 12 , который в m раз меньше отрезка 1e , укладывается в а 
mk раз (т.е. в m раз больше). 








, где Nm . Так мы видим, длина одного и того же отрезка а 














, где Nmkn ,, . 
Поскольку перечисленные дроби определяют длину одного и того же 
отрезка, то они, естественно, равны. 






 называются равными 
(равнозначными), когда они выражают длину одного и то же отрезка при 
заданной единице длины. 
 













Величина дроби не изменится, если ее числитель и знаменатель 











Это свойство следует из определения равенства дробей. Основное 
свойство дроби дает возможность сокращать дроби, приводить их к 
наименьшему общему знаменателю. 
Сократить дробь – это значит заменить ее другой, равной ей, дробью с 
меньшим числителем и знаменателем. Чтобы сократить дробь, необходимо 
ее числитель и знаменатель разделить на одно и то же натуральное число. 
Сокращение дроби заканчивается, если в результате получится несократимая 
дробь. 
Под приведением дробей к общему знаменателю понимают замену 
данных дробей равными им дробями, которые имеют одинаковые 
знаменатели. 






 является наименьшим 
общим кратным чисел n и q. 




















. Докажем, что npmq . 































укладывается в измеряемом отрезке, то отсюда и следует, что у равных 
дробей числители равны, т.е., что npmq . 





























Теорема 2. Отношение равенства дробей является отношением 
эквивалентности. 
Доказательство. 









, поскольку mnmn . 


















































Действительно: условие транзитивности можно записать следующим 
образом: если npmq  и qkpt , то nkmt . Далее обе части равенства 
npmq  умножим на t, и обе части равенства qkpt  на n, получаем:  






Из доказанной теоремы следует, что отношение равенства дробей дает 
возможность разбить множество всех дробей на классы равных (или 
эквивалентных) дробей. 
 
1.6. Положительные рациональные числа. Несократимая запись 
натурального числа 
 
Определение. Положительным рациональным числом называется 
множество (класс) равных дробей, а каждая дробь этого множества есть 















 есть некоторое рациональное 





















































Среди всех дробей, которые представляют одно и то же рациональное 
число, есть одна дробь, в которой числитель и знаменатель являются взаимно 
простыми числами. Такая дробь называется несократимой. 
Определение. Дробь, в которой числитель и знаменатель – взаимно 










 - несократимые. 
Можно сказать, что каждая несократимая дробь представляет собой 
некоторое положительное рациональное число, и, наоборот, каждое 
положительное рациональное число определяется целой несократимой 
дробью. 
Множество положительных рациональных чисел обозначается Q . 
Заметим еще, что всякое натуральное число можно записать в виде дроби. 
Действительно: n – натуральное число и n является мерой отрезка а при 
единице измерения е, то дробь 
k
nk




 представляет собой натуральное число n при Nk . 
Таким образом, всякое натуральное число является положительным 
рациональным числом, а множество натуральных чисел – подмножеством 
множества положительных рациональных чисел: QN . 







Решение. а) Отметим, что с помощью признака делимости на 2 дробь 







































. Дальнейшее применение известных признаков делимости 
результатов не дает, но утверждать, что дробь 
868
527
 несократимая нельзя: 
возможно, числа 527 и 868 имеют общий делитель, больше 1. С помощью 
алгоритма Евклида найдем НОД (527, 868): 
 
























§ 2. Действия над рациональными числами 
 













Сначала скажем, что произвольные два положительные рациональные 
числа а и b можно записать в виде дробей с одинаковым знаменателем. 
Пусть число а представлено дробью 
n
m















Теперь числа а и b записаны дробями с одинаковым знаменателем nq . 
Замена двух или нескольких дробей с разными знаменателями равными 
им дробями, которые имеют одинаковые знаменатели, называется 
приведением дробей к общему знаменателю. 
Произвольные две дроби с разными знаменателями всегда можно 
привести к дроби с общим знаменателем, который будет общим кратным 
знаменателей данных дробей. Обычно в качестве общего знаменателя дробей 
берут наименьшее общее кратное знаменателей данных дробей (в этом 
случае будем иметь дело с меньшими числами). 






 к наименьшему общему 
знаменателю. 
Решение. Найдем НОК(12, 14): 3212 2 ; 7214 ; 


























Теперь рассмотрим задачу про сложение отрезков. 
Пусть отрезок а состоит из суммы двух отрезков b и c. Будем считать, 
что все эти отрезки соразмерны с отрезком 
1

















. Пусть длина отрезка b равна 
n
m





























положение, что отрезку, составленному из двух отрезков (или нескольких) 
ставится в соответствие единственное число, равное сумме чисел, 








Полученное равенство выражает собой определение суммы двух 
дробей с равными знаменателями. 







 с равными знаменателями, называется 
положительная рациональная дробь ba , которая определяется дробью 
n
pm
 с тем же знаменателем, и числителем, равным сумме числителей 
складываемых дробей. 
Если числа Qba,  представлены дробями с разными знаменателями, 
то необходимо привести данные дроби к дробям с наименьшим общим 
знаменателем и затем сложить их по выше указанному правилу. В общем 













































Приведенное выше определение суммы двух положительных 
рациональных чисел имеет место для любого количества слагаемых. 
Поскольку всякие две дроби могут быть приведены к общему знаменателю, 
то фактически сложение дробей сводится к сложению натуральных чисел. 
Теорема 1. Сумма двух положительных рациональных чисел всегда 
существует и она единственна. 
Доказательство следует из того, что сложение дробей (которые 
представляют данные числа) сводится к сложению натуральных чисел, а 
сумма натуральных чисел всегда существует и единственна (Гл.6, § 3). 
 
2.2. Законы сложения на множестве Q  положительных 
рациональных чисел 
 
Сложение положительных рациональных (как и натуральных) чисел 
подчиняется коммутативному и ассоциативному законом, т.е. имеют место 
равенства: 
abba   (1) 
cbacba  (2) , Qcba ,, . 
Докажем справедливость приведенных равенств: 







ba  /учитывая коммутативность 



















Таким образом, abba . 































Таким образом, cbacba . 
Сравнивая числитель со знаменателем, дроби можно разделить на две 
группы – правильные и неправильные дроби. 
Определение. Дробь называется правильной, если ее числитель меньше 





 - неправильная дробь (т.е. nm ) Разделим m на n с остатком, 
получим rnqm , nr0 . Далее: 





 - запись натурального число q; 















 - правильная дробь, 
поскольку nr . 
Таким образом, неправильную дробь 
n
m
 можно записать в виде суммы 









. Это действие называется 
выделением целой части из неправильной дроби. Обычно сумму целого 

























Таким образом, каждую неправильную дробь можно записать в виде 
смешанного числа. Возможно и обратное, каждое смешанное число можно 









В ряде случаев необходимо избегать преобразования смешанных чисел 




































2.3.  Вычитание положительных рациональных чисел 
 
Вычитание положительных рациональных чисел, как и натуральных 
чисел, определяется как операция, обратная сложению. 
Определение. Разностью положительных рациональных чисел a и b 
)( ba  называется такое рациональное число с, что cba , другими 
словами: 
если cba , то cba . 
Выведем из данного определения правило вычитания дробей (а значит 











По определению разности двух положительных рациональных чисел 
будем иметь:  


























 получим xpm , откуда pmx  
(по определению разности натуральных чисел). 
















разность двух дробей с одинаковыми знаменателями равна дроби с тем же 
знаменателем и числителем, равным разности между числителями дробей 
уменьшаемого и вычитаемого. 








Перед вычислением разности можно привести дроби к дробям с 
наименьшим общим знаменателем ),( qnK . Поскольку разность pm  двух 
натуральных чисел существует и единственна при условии, что pm , то при 





 дробей, т.е. 
истинна следующая теорема. 
Теорема 2. Разность положительных рациональных чисел всегда 
существует и единственна, если уменьшаемое не меньше вычитаемого. 
 
2.4. Умножение положительных рациональных чисел 
 
К операции умножения положительных рациональных чисел подойдем, 
как и ранее, рассматривая задачу об измерении длины отрезка. Примем, что 
отрезок а соразмерен с единичным отрезком е, а отрезок е соразмерен с 
отрезком 1e . Пусть длина отрезка e
n
m
a  (1), а отрезка 1e
q
p
e  (2), где 1e  - 












Равенства (1) и (2) запишем в виде mena  (1'), 1peqe  (2'). Умножив 
равенства (1') и (2') соответственно на q и m, будем иметь: emqanq )()(  (1''), 
1)()( empemq  (2''). 
Из (1'') и (2'') имеем: 1)()( empanq  (3). 
Из равенства (3) следует, что единица отрезка а определяется дробью 
nq
mp
 при единице измерения 1e : 1e
nq
mp
a  (4). 














a  (5). Сравнивая выражения (4) и (5) для 







. Последнее равенство может быть 
использовано в качестве определения произведения двух дробей, а значит, и 
двух рациональных чисел.  

























В дальнейшем, говоря про положительные рациональные числа, будем 
иметь в виду дроби, которые представляют эти числа. На практике (в школе) 
при умножении дробей пользуются следующим правилом: 
произведение двух дробей называется дробь, числитель которой равен 













Поскольку всякое натуральное число а можно представить в виде 
дроби со знаменателем, равным 1 
1
a
aNa , то умножение 
































Теорема 3. Произведение двух положительных рациональных чисел 
всегда существует и однозначно. 
Доказательство вытекает из того, что умножение дробей (которые 
представляют данные числа) сводится к умножению натуральных чисел, а 
произведение натуральных чисел всегда существует и единственно. 
 
2.5. Законы умножения положительных рациональных чисел 
 
Поскольку операция умножения рациональных чисел сводится к 
умножению натуральных чисел, то она подчиняется коммутативному, 
ассоциативному и дистрибутивному относительно сложения законам, т.е. для 
всяких чисел а, b, c из множества Q  имеют месть равенства: 
1) baab  (коммутативность умножения); 
2) bcacab  (ассоциативность умножения); 
3) bcaccba  (дистрибутивность умножения относительно 
сложения). 
Доказательство. Равенства 1 и 2 предлагаем доказать самостоятельно. 
Докажем справедливость 3. 



























































= bcac . 
Таким образом, bcaccba . 
 
2.6.  Деление положительных рациональных чисел 
 
Операция деления на множестве Q  определяется как операция 
обратная умножению. 
Определение. Частным двух положительных рациональных чисел а и b 
называется такое число Qc , что bca  bcacba : . 
Пользуясь данным определением, выведем правила деления дробей. 





























Используем условие равенства дробей, получаем равенство 
pxnqym . 
С учетом коммутативности и ассоциативности умножения на 









































Таким образом, чтобы разделить дробь 
n
m




числитель первой дроби умножить на знаменатель другой и полученное 
произведение записать в числитель, а знаменатель первой дроби умножить на 













правило деления дробей можно сформулировать следующим образом:  
чтобы разделить дробь 
n
m
 на дробь 
q
p
, необходимо дробь – делимое 
умножить на дробь 
p
q




Теорема 4. Частное от делителя положительных рациональных чисел 
всегда существует и она единственная. 
Деление натуральных чисел является частным случаем деления 











: . Таким 
образом, частное от деления натуральных чисел можно рассматривать кА 
дробь, числителем которой является делимое, а знаменателем – делитель. 
Поэтому в записи дроби 
n
m

























































При умножении или делении смешанных чисел их необходимо сначала 





























































































































































= = 111 =10 . 
Ответ: а) 23; б) 10. 
 
§ 3. Свойства на множестве положительных рациональных чисел 
 
Рассмотрим отношение "меньше" и "больше" на множестве Q . 
Определение. Число Qa  называется меньшим числа Qb , если 
существует такое число Qc , что имеет место равенство bca . 
Если а меньше b, то говорят, что b больше а. 






















 тогда и 
только тогда, когда pm . 












и только тогда, когда npmq . 
Для доказательства этой теоремы достаточно привести дроби к общему 
знаменателю. 



































Справедливость этих свойств можно обобщить, рассматривая 
отношение "больше" на множестве неравных отрезков. 






, то между 











Из выше сказанного следует, что отношение "больше" ("меньше") на 
множестве Q  является отношением строгого линейного порядка, а 
множества Q  - линейно упорядоченным. 













Действительно, пусть рациональное число 
n
m
 - наименьшее из всех 
положительных рациональных чисел во множестве Q . Но это допущение 



















является наименьшим во множестве Q .Аналогично, если принять, что число 
t
s
 - наибольшее среди всех положительных рациональных чисел множества 





 ( ss 1 , 
где Ns ). 
Свойство 3.. Множество действительных рациональных чисел Q  
плотное в себе (т.е., что между всякими двумя разными числами а и b 
содержится бесконечное множество чисел из этого же множества). 
Выше было доказано, что множество Q  линейно упорядоченное. 
Осталось доказать, что между всякими двумя числами а и b )( ba  этого 
множества существует хотя бы одно число Qc . 
Пусть даны два положительные рациональные числа 
n
m




причем pm  (поскольку ba ). 


























Таким образом, между двумя всякими положительными 
рациональными числами находится хотя бы одно положительное 












между с и b найдется хотя бы по одному числу из множества Q . Продолжая 
этот процесс, можно прийти к выводу, что между всякими двумя числами 
множества Q  существует бесконечное множество чисел этого же 
множества, откуда и следует, что множество Q  всюду плотное (или плотное 
в себе). 
Свойство 4.. Множество Q  является счетным множеством. 
Рассмотрим один из возможных способов нумерации элементов 
множества Q  ("диагональный способ") и этим докажем, что NQ , т.е. 
счетность множества Q . 




xxQ ,, . 
Разместим все элементы множества Q  в бесконечной таблице (см. рис. 
12): 
- в первом ряду запишем все рациональные числа в порядке 
возрастания со знаменателем 1q ; 
- в другом ряду в таком же порядке запишем все рациональные числа 
со знаменателем 2; 














Когда теперь двигаться по пути, указанному стрелкой и: 




№ 2 на указанном пути поставить в соответствие другому числу, если 
он не равен первому, 
№ 3 – третьему числу, когда он не равен ни одному из предыдущих, 
и т.д., таким образом, естественно мы занумеруем все положительные 
рациональные числа так, что каждому из них будет соответствовать ровно 
один (натуральный) номер и каждому натуральному числу будет 
соответствовать ровно одно рациональное число. 
Таким образом, мы доказали, что множество Q  счетное. 
 
Вопросы для самоконтроля 
 
1. Положительные рациональные и действительные числа. 
2. Измерение отрезков. 
3. Понятие дроби. 












5. Положительное рациональное число. 
6. Несократимая запись рационального числа. 
 
Глава 2. ВЕЛИЧИНЫ И ИХ ИЗМЕРЕНИЕ 
При рассмотрении различных явлений природы можно обратить 
внимание на их непрерывное и разнообразное изменение: меняется погода, 
меняются окружающая флора и фауна, меняются возраст человека и условия 
его жизни и т. д. 
Для того чтобы дать научное обоснование перечисленным процессам, 
необходимо знать их основные свойства. 
Такие понятия, как длина, объем, масса, время, скорость, – это свойства 
некоторых явлений или объектов. Все эти свойства называются величинами. 
Заметим, что на сегодняшний день не существует строгого определения 
понятия величины. Величина рассматривается как некоторое отличительное 
свойство предмета или явления. Например, свойство «иметь протяженность» 
называется длиной, а «иметь вес» – массой предмета. 
Очевидно, что возникает необходимость в количественной 
характеристике разных величин (разных процессов изменения свойств 
объектов или явлений). Для такой характеристики в математике применяется 
множество действительных чисел. Действительное число, которое ставится в 
соответствие определенной величине, называется значением величины. 
Понятие величины является одним из основных понятий в математике. 
Этим понятием пронизан весь школьный курс математики, физики, биологии, 
химии и т. д. Школьники обычно имеют дело с измерениями, вычислениями 
длины отрезка, площади фигуры, объема тела и получают соответствующие 
величины – длину, площадь, объем и т. д. 
Объекты (или явления), имеющие общее свойство (величину), назы-
ваются однородными относительно этого свойства. Разнородные величины 













При измерении величин результат измерения при заданной единице 
измерения выражают некоторым соответствующим действительным числом. 
Над величинами можно производить определенные операции. 
Однородные величины можно складывать, вычитать; величину а можно 
умножать на действительное число х (получится ах). В результате этих 
операций получаются величины того же самого рода. Например, для 
произвольных однородных величин а и b однозначно определяется величина 
a + b, которая называется суммой величин a и b. 
Две величины одного рода можно сравнивать. Они либо равны, либо 
одна из них меньше другой; т. е. для произвольных величин a и b будет 
справедливым одно и только одно из отношений: либо a=b, либо a<b, либо 
a>b. Например, длина гипотенузы прямоугольного треугольника больше 
длины каждого его катета. 
Отношение равенства величин является отношением эквивалентности 
(поскольку оно рефлексивно, симметрично, транзитивно), а отношение 
«больше» является отношением строгого порядка (оно антирэфлексивно, 
антисимметрично, транзитивно). 
Для того чтобы получить более точное представление о той или иной 
величине, необходимо ее измерить. Измерение величины заключается в 
сравнении ее с величиной того же рода, принятой в качестве единицы 
измерения (в качестве эталона). В результате измерения величины мы 
получаем соответствующее данной величине число при заданной единице 
измерения. Значит, при измерении величины a с помощью единицы 
измерения e всегда найдется такое действительное число x, что a=xe (на-
пример, 5 кг = 5 1 кг; 8 м = 8 1 м). Число х называется числовым значением 
величины a при единице измерения e, что можно записать следующим 
образом: x=me(a). 
Измерение величин позволяет сравнение этих величин заменить 
сравнением их числовых значений, а операции над величинами заменить 












      a>b  me(a)>me(b). 
 
Определение. Величины, которые определяются только числовым зна-
чением, называются скалярными величинами (примеры скалярных величин: 
длина, объем, тeмпература). 
 
Некоторые скалярные величины допускают неограниченное дробление 
предмета, явления на части, каждая из которых сохраняет те же свойства, что 
и целое (но в меньшей мере, в меньшем количестве). Такие скалярные вели-
чины принято называть аддитивно-скалярными величинами (это – длина, пло-
щадь, масса и т. д.). Величина «плотность тела» не будет аддитивно-ска-
лярной, так как любая часть данного тела (например, часть куска железа) 
будет иметь такую же плотность, как и все тело. 
Дадим аксиоматическое определение аддитивно-скалярной величине. 
Пусть M – множество предметов (явлений), обладающих некоторым 
свойством P (например, иметь длину или площадь), и во множестве M 
определено отношение эквивалентности относительно свойства P. Пусть 
также во множестве M выбран некоторый элемент e в качестве единицы 
(эталона), при этом для произвольных элементов a, b M имеет место 
операция сложения a + b = c, c M.  
Определение (аксиоматическое определение величины). Свойство P 
называется аддитивно-скалярнай величиной, если существует отображение f 
множества M на множество положительных действительных чисел R+ 
+M R
f , удовлетворяющее следующим условиям: 
 cуществует элемент е M, которому соответствует единица: f(e) = 1;  
e называется эталоном или единицей измерения; 
 если элементы a M и b M эквивалентны относительно свойства P,  
то f(a) = f(b); 













 если на множестве M определены два отображения f1 и f2, удовлетворяющие 
условиям –, то существует такое положительное число k, что для 
любого элемента x M справедливо равенство f2(x) = kf1(x). 
 
Отображение f в данном случае называется измерением величины Р, а 
положительные действительные числа f(a), f(b), f(c) – мерой величины (или ее 
значением). 
Кроме скалярных величин в математике, физике и других науках 
встречаются величины, которые характеризуются не только числовым зна-
чением, но и направлением. Такие величины называются векторными вели-
чинами (или векторами), например: скорость, ускорение, сила. 
§ 1. Некоторые виды величин 
1.1. Длина отрезка и ее измерение 
Определение. Длиной отрезка называется величина, определенная для 
каждого отрезка таким образом, что: 
 равные отрезки имеют равные длины; 
 если отрезок состоит из нескольких отрезков, то его длина равна сумме 
длин отрезков, его составляющих. 
Процесс измерения отрезков нами рассматривался ранее и мы видели, 
что при выбранной единице измерения длина любого отрезка выражается 
единственным действительным числом (рациональным, если отрезок 
соизмерим с единицей измерения, и иррациональным, если несоизмерим). 
Справедливо и обратное утверждение: для любого положительного числа 
при данной единице измерения существует такой отрезок, длина которого 
выражается этим числом. 
Основные свойства длины отрезка  













a=b  me(a)=me(b); 
 длина суммы нескольких отрезков равна сумме длин слагаемых отрезков, и 
наоборот:    c=a+b  me(c)=me(a)+ me(b); 
 при замене единицы измерения числовое значение длины отрезка увеличи-
вается (уменьшается) во столько раз, во сколько раз новая единица меньше 
(больше), чем предыдущая: если me(a)=n, 
1
( )em e k , то 1 ( )em a nk  (например, если 
a=7 м, 1 м=100 см, то а=7 100 см=700 см). 
Естественно: при переходе от одной единицы к другой длина отрезка 
не изменится, а изменится только числовое значение длины с учетом новой 
единицы измерения. 
Основной единицей длины в Международной системе единиц является 1 
метр, а также производные от него: 1 миллиметр (мм), 1 сантиметр (см), 1 
дециметр (дм), 1 километр (км), причем 1 м = 10 дм = 100 см = 0,001 км. 
Эталон метра представляет собой платиновую линейку с нанесенными на 
ее концах штрихами и хранится в Мeждународном бюро мер и весов в г. Севр 
(Франция). 
Современные единицы измерения длины вырабатывались на 
протяжении жизни многих поколений. Ранее применялись такие неточные 
единицы измерения длины (и теперь они используются в некоторых странах), 
как дюйм (длина сустава пальца), фут (длина ступни человека), аршин 
(длина шага человека) и др. 
 
 Задача 1. На протяжении 796 м уложены трубы длиной 825 и 575 см. 
Сколько тех и других труб уложено, если их общее число равно 98?  
Решение. Вначале унифицируем все единицы измерения:  
825 см = 8,25 м, 575 см = 5,75 м.  
Пусть уложено х труб длиной по 8,25 м, тогда труб длиной по 5,75 м 
будет уложено (98 – х). Поскольку общая протяженность уложенных труб 
равна 796 м, можно составить уравнение: 












Решая его, получим х = 93 – это количество труб длиной по 825 см. 
Значит, труб длиной по 575 см уложено 98 – 93 = 5. 
Проверка: 8,25  93 + 5,75  5 = 796. 
Ответ: 93 трубы длиной по 825 см, 5 труб длиной по 575 см. 
 Задача 2. Купили 127 м труб для трех орошаемых участков. Стоимость 
труб для первого, второго и третьего из них составила соответственно 
357, 323, и 336 руб. Сколько метров труб купили для каждого участка?  
Решение. Решим по действиям. 
1. 357 + 323 + 336 = 1016 руб. – общая стоимость труб. 
2. 1016 : 127 = 8 руб. – стоимость 1 метра трубы. 
3. 357 : 8 = 544
8
 м труб купили для 1-го участка. 
4. 323 : 8 = 340
8
 м труб купили для 2-го участка. 
5. 336 : 8 = 42 м труб купили для 3-го участка. 







 м, 42 м. 
 
 Задача 3. От стальной полосы длиной 700 м отрезали 3 большие и 4 ма-
ленькие заготовки, после чего остался кусок полосы в 50 м. Определите 
размеры заготовок, учитывая, что большая в два раза длиннее малой.  
Решение. Решим по действиям. 
1. 3  2 = 6 заг. – если бы вместо трех больших были маленькие заготовки. 
2. 6 + 4 = 10 заг. – было бы всего маленьких заготовок. 
3. 700 – 50 = 650 м – столько м полосы отрезали. 
4. 650 : 10 = 65 м – длина одной маленькой заготовки. 
5. 65  2 = 130 м – длина одной большой заготовки. 
Проверка. 3  130 + 4  65 + 50 = 700. 













1.2. Площадь фигуры и ее измерение 
Понятие о площади фигуры имеет каждый человек: мы 
говорим о площади земельного участка, о площади пола в 
комнате и т. д. При этом понимаем, что бóльший земельный 
участок имеет бóльшую площадь, а равные участки имеют рав-
ные площади. Такое житейское представление о площади 
применяется в геометрии, где рассматриваются способы 
вычисления площадей разных геометрических фигур. 
Мы будем рассматривать площади только ограниченных 
фигур, т.е. только таких фигур, которые целиком можно поместить внутри 
некоторого квадрата (например, угол – неограниченная фигура), каждая из 
них может быть составлена из других фигур (например, фигура  на рис. 1 
составлена из фигур 1, 2 и 3). Пусть дана фигура  (ограниченная кон-
туром l), площадь S( ) которой надо вычислить (рис. 2). Введем определение 
площади фигуры, связанное с аксиоматическим определением величины. 
Определение. Площадью фигуры называется величина, определенная 
для каждой фигуры таким образом, что: 
 существует единичный квадрат, площадь которого равна единице (сторона 
единичного квадрата равна единице длины): e2; 
 равные фигуры имеют равные площади; 
 площадь фигуры , составленной из нескольких фигур, равна сумме 
площадей фигур, которые составляют фигуру . 
Теорема. Если фигура  удовлетворяет требованиям определения, то ее 
площадь всегда существует и единственна. 
Для определения площади фигуры  используем палетку (прозрачный 
материал, на котором нанесена квадратная сетка), сторона квадрата которой 
имеет длину e (тогда площадь одного квадрата равна e2). Наложим палетку на 
























1) квадратов, целиком лежащих внутри фигуры ; 
2) квадратов, через которые проходит контур l  фигуры и которые 
частично лежат внутри, а частично снаружи фигуры . 
Далее вычислим: приближенное значение площади фигуры  равно 
сумме количества квадратов, целиком лежащих внутри фигуры , и 
половины количества квадратов, через которые проходит контур фигуры. 
Измерение площади при помощи палетки на практике применяется 
редко (действительно: определять площадь земельного участка или площадь 
крыши дома при помощи палетки очень неудобно). Как правило, пользуются 
другими способами измерения площадей, основанными на измерении 
некоторых отрезков и вычислениях по тем или другим известным формулам. 
Определение. Фигуры, имеющие равные площади, называются равно-
великими. 
 
Определение. Две фигуры называются равными, если при наложении 
они совпадают. 
Основные свойства площади  
 При выбранной единице измерения каждой фигуре соответствует единствен-
ное положительное действительное число, выражающее ее площадь. 
 Равные фигуры имеют равные площади (при одной и той же единице 
измерения). Но обратное утверждение не всегда верно (равновеликие фигуры 












Например, прямоугольник со сторонами 3 см и 6 см и 
прямоугольник со сторонами 9 см и 2 см равновеликие (пло-
щадь каждого из них равна 18 см2), но они неравные; а оче-
видно неравные треугольник и трапеция могут иметь равные 
площади (рис. 3). 
 Если фигура  состоит из фигур 1, 2, 3, ... , n, то площадь 
фигуры  равна сумме площадей фигур, из которых она 
составлена: 
S( )=S( 1)+S( 2)+S( 3)+…+S( n). 
 При замене единицы измерения площади числовое значение площади 
увеличивается (уменьшается) во столько раз, во сколько новая единица 
измерения меньше (больше), чем предыдущая единица.  
Например, 12 дм2 = 12 1 дм2 = 12 100 см2 = 1200 см2; 
1 дм2 = 100 см2; 1 см2 = 0,01 дм2. 
Единицу измерения уменьшили в 100 раз – числовое 
значение площади увеличилось в 100 раз. 
Определение. Если две фигуры  и  равновеликие 
и их можно разбить на конечное количество попарно 
равных между собой частей, то фигуры  и  называются 
































 Задача 4. Внутри прямоугольного участка со сторонами 12 м и 16 м надо 
разбить прямоугольную клумбу площадью 32 м2 так, чтобы ее границы 
были на одинаковом расстоянии от границы участка. На каком расстоянии 
от границы участка должны быть границы клумбы? 
Решение. Обозначим через х расстояние от границы 
участка до границы клумбы (рис. 5).  
Получим уравнение:  
(16 2x)(12 2x 32. 
Решаем его:  2(8 ) 2(6 ) 32;x x  
4(8 x)(6 x  




x1  x2  
Ответ: на расстоянии 4 м. 
 
 Задача 5. Квадратную форму доски изменили на прямоугольную, увели-
чив одну сторону на четверть, а другую (смежную) уменьшив на четверть. 
Изменилась ли площадь доски? Если да, то как?  
Решение. Обозначим х – длину стороны квадратной доски, ее площадь 
равна х2.  




x x x  – длина прямоугольной доски. 
2. 1 3
4 4
x x x  – ширина прямоугольной доски. 
3. 25 3 15
4 4 16
x x x  – площадь прямоугольной доски. 
4.  2 215
16


























1.3. Масса тела и ее измерение 
Изучая разные физические тела, мы выявляем их наиболее характерные 
свойства. Одной из важных характеристик является масса тела. 
Масса – это физическая величина, при помощи которой можно 
сравнивать тела и определять, какое из них имеет больше того или другого 
вещества, а какое – меньше. 
Понятие массы тесно связано с понятием веса – силы, c которой тело 
притягивается Землей. 
Между понятиями «масса тела» и «вес тела» существуют большие 
различия. Вес тела зависит не только от самого тела, но и от его 
местонахождения относительно центра Земли, он изменяется с изменением 
географической широты (так, на экваторе тело весит на 0,5 % меньше, чем на 
полюсе; то же самое тело на Луне будет весить приблизительно в 6 раз мень-
ше, чем на Земле, поэтому на борту космического корабля наблюдается 
невесомость тел). 
Если говорить о масcе тела, то она неизменная (постоянная), oна не 
зависит от расстояния до центра Земли. Масса одного и того же тела будет 
одинаковой и на экваторе и на полюсе, на Земле, Луне и на других планетах. 
Сравнивают массы тел при помощи рычажных весов. Если на одну 
чашу весов положить какое-нибудь тело а, а на другую – тело b, то возможны 
следующие случаи: 
1) после нескольких колебаний чаши остановятся на одинаковом уровне; в 
этом случае считают, что массы тел a и b равны; 
2) одна чаша окажется выше другой; тогда считают, что масса тела, 
лежащего выше, меньше массы тела, лежащего на другой чаше (которая 
оказалась ниже). 
Определение. Массой тела называется величина, удовлетворяющая 
следующим условиям: 













 если объединить несколько тел, то общая масса всех этих тел равна сумме 
их масс. 
Легко видеть, что масса определяется аналогично длине или площади. 
Разница только в том, что масса задается на другом множестве – множестве 
физических тел. 
Для измерения массы необходимо ввести единицу массы. Такой 
основной единицей является 1 килограмм (кг). Один килограмм – это масса 1 
дм3 дистиллированной воды при температуре 4 С. Эталоном килограмма 
является цилиндрическая платиновая гиря, находящаяся в Международном 
бюро мер и весов в г. Севр. Из основной единицы массы создаются другие 
единицы: грамм, центнер, тонна и т. д., причем: 
1 кг = 1000 г = 0,01 ц = 0,001 т. 
Масса, как длина и площадь, является аддитивно-скалярной величиной. 
По аналогии с длиной и площадью сравнение масс, действия над ними сво-
дятся к соответствующим операциям над положительными действительными 
числами, соответствующими значениям данных масс. 
Понятие массы в начальном курсе математики формируется на 
конкретных примерах. При этом важно обращать внимание на то, что 
тела равных объемов могут иметь разную массу, и наоборот: тела разных 
объемов могут иметь равные массы. 
 Задача 6. Одна тонна дождевой воды содержит 50 г соли, а тонна морской 
воды – 35 кг. Сколько тонн дождевой воды нужно испарить, чтобы 
получить столько же соли, сколько ее содержится в 200 кг морской воды? 
Решите по действиям. 
Решение. 
1. 1 т = 1000 кг. 
2. 1000 кг : 200 кг = 5 – во столько раз 1000 кг больше, чем 200 кг. 
3. 35 кг : 5 = 7 кг – столько соли содержится в 200 кг морской воды. 
4. 7 кг = 7000 г. 












6. 1 т  140 = 140 т – столько тонн дождевой воды нужно испарить. 
Ответ: 140 тонн. 
 Задача 7. Куплено два куска медной проволоки одного диаметра на сумму 
150 руб. В одном куске 64 м проволоки, а в другом – 36 м. Сколько стоит 
килограмм этой проволоки, если известно, что один кусок был на 7 кг 
тяжелее другого? Решите по действиям. 
Решение. 
1. 64 + 36 = 100 м – общая длина купленной проволоки. 
2. 150 : 100 = 1,5 руб. – стоимость 1 м проволоки. 
3. 64 – 36 = 28 м – на столько один кусок длиннее другого. 
4. 28 : 7 = 4 м – такова длина проволоки массой 1 кг. 
5. 1,5  4 = 6 руб. – стоимость 1 кг проволоки. 
Ответ: 140 тонн. 
1.4. Время и его измерение 
Понятие времени более сложное, чем понятие длины или массы. Время 
идет непрерывно, его не видно и не слышно. Оно существует объективно, 
независимо от нашего сознания. Восприятие нами времени – это 
отображение в нашем сознании реально проходящего времени. В 
повседневной жизни время (в некотором смысле) воспринимается как 
промежуток, отделяющий одно событие от другого. 
В математике, физике время рассматривается как скалярная величина, 
потому что оно обладает свойствами, пoдобными свойствам длины, площади, 
массы. 
Промежутки времени можно сравнивать, складывать, вычитать, 
умножать на положительное действительное число. 
Например: 
 на один и тот же путь мотоциклист затратит меньше времени, чем пешеход; 
 учебный день состоит из учебных занятий, перерывов и домашних занятий, а 












отдельных занятий, перерывов и домашних занятий. 
Промежутки времени можно измерять. Но процесс измерения времени 
отличается от измерения длины. Длину одного и того же отрезка можно 
измерять при помощи линейки несколько раз, а промежуток времени, 
принятый за единицу, можно использовать только один раз. Поэтому за 
единицу времени надо брать промежуток выполнения процесса, который 
регулярно повторяется. Такой единицей в Международной системе единиц 
является 1 секунда, которая определяется как 1
315569259746
 часть года. Кроме 
секунды, как известно, используются и другие единицы времени: минута, 
час, сутки, неделя, месяц, год, столетие. 
Некоторые единицы времени связаны c вращением Земли: 
 год – это время оборота Земли вокруг Солнца; 
 сутки – время оборота Земли вокруг своей оси. 
Год состоит приблизительно из 1365
4
 суток, но год жизни людей состоит 
из целого количества суток. Поэтому вместо того, чтобы к каждому году 
добавлять 6 часов, договорились добавлять целые сутки к каждому 
четвертому году. Этот год состоит из 366 дней и называется високосным.  
Такие единицы времени, как минута, час, неделя, были придуманы 
человеком. 
Год делят на месяцы, а месяц – на недели. Месяц не очень точная единица 
времени: он может иметь 30, 31, 28 (29) суток. Существование этой единицы 
времени известно из глубокой древности и связано с движением Луны вокруг 
Земли. Один оборот вокруг Земли Луна делает примерно за 29,5 суток, а за весь 
год Луна делает 12 таких оборотов. Это обстоятельство послужило основой для 
создания старинного календаря, который много раз совершенствовался и дошел 
до наших дней. 
Календарь, которым мы пользуемся, называется григорианским (он 












Григория XIII). Григорианским календарем пользуются не все страны. Так, 
например, Египет и другие страны Востока пользуются лунным календарем. 
Современное деление суток на 24 часа – также из глубокой древности, 
оно было введено в Древнем Египте. Минута и секунда появились в Древнем 
Вавилоне. А то, что один час состоит из 60 минут, а минута – из 60 секунд, 
cвязано использованием в Вавилоне в то время 60-ричной системы 
счисления, разработанной вавилонскими учеными. 
Первоначальное представление о времени дети получают еще в до-
школьном возрасте, наблюдая за сменой дня и ночи, cменай пор годa и т. п. 
В начальной школе продолжается осмысление представлений о 
времени путем сравнения промежутков времени, наблюдая за его 
изменением. Ученики начальных классов знакомятся с календарем, 
названием месяцев (по порядку) и количеством дней в каждом месяце. 
Представление о часе и минуте формируется на основе практической 
деятельности учащихся, их наблюдений. 
 Задача 8. Скорость течения реки 5 км/ч. Теплоход прошел по течению 240 
км за 8 ч. Какое время он затратил на обратный путь, плывя с той же 
собственной скоростью? Решите по действиям. 
Решение.  
1. 240 : 8 = 30 км/ч – скорость теплохода по течению. 
2. 30 – 5 = 25 км/ч – собственная скорость теплохода. 
3. 25 – 5 = 20 км/ч – скорость теплохода против течения. 
4. 280 : 20 = 14 ч. – время, затраченное теплоходом на обратный путь. 
Ответ: 14 ч. 
 Задача 9. Л.Н. Толстой прожил 82 года. В ХIХ в. он прожил на 62 года 
больше, чем в ХХ в. В каком году родился Л.Н. Толстой и в каком умер? 
Решите по действиям. 
Решение.  
1. 82 – 62 = 20 – столько лет прожил бы Л.Н. Толстой, если бы жил 












2. 20 : 2 = 10 – столько лет прожил Л.Н. Толстой в ХХ в. 
3. 1900 + 10 = 1910 – год смерти Л.Н. Толстого. 
4. 10 + 62 = 72 – столько лет прожил Л.Н. Толстой в ХIХ в.   
5. 1900 – 72 = 1828 – год рождения Л.Н. Толстого. 
Ответ: 1828, 1910. 
 Задача 10. С порта одновременно вышли два теплохода: один – на север, а 
другой – на восток. Через 2 часа расстояние между ними оказалось равным 
60 км. Найти скорость каждого теплохода, если скорость одного из них на 
6 км/ч больше скорости другого. 
Решение. Обозначим  х км/ч скорость одного теплохода, тогда 
скорость другого будет (х + 6) км/ч. За 2 часа они прошли 2х и 2(х + 6) км 
соответственно. Составим уравнение, опираясь на теорему Пифагора 
(почему?): 
(2х)2 + (2(х + 6))2 = 60
2
; 
4х2 + 4(х2 + 12х + 36) = 3600; 
х2 + х2 + 12х + 36 = 900; 
х2 + 6х – 432 = 0; 
х1 = – 24 (не подходит по смыслу задачи);  х2 = 18. 
Скорость одного теплохода 18 км/ч, скорость второго – 18 + 6 = 24 км/ч. 
Ответ: 18 км/ч; 24 км/ч. 
 Вопросы для самоконтроля 
1. Элементы теории величин. 
2. Величины и их измерения. 
3. Измерения. 
4. Объект измерения. 
5. Область определения величины. 
6. Величины. 
7. Аксиоматическое построение теории аддитивных положительных скалярных 
величин. Примеры таких величин.  












9. Величины как предмет изучения. 
10. Подход к определению понятия величины и измерение величин, лежащих 
в основе школьного курса математики.  
 
 
 
 
 
 
 
